3 o0
CTAB 3.7. Hexa je 1 - I")[O—F ] UM’
za X €

zebpu T uogckyuosad crY

: ol 8axo

;° ﬁ(gg) je A=|[52, An, BPY wemy An eZsac
Sl M(An) na anzeop

Taga UoCWOJu WaAHO jegna mepa ,L)t o ceano A N I

anzebpom I waxea ga je (A ) = (A
A U3 1° u 2° cienu KOHAYHA a.,Z[I/I'I‘I/IBHOCT (b}’HKHHJe /i Ha Z, ma ce IIPUMeHOy
aM Ja MOKazKeMO 13 je Konaumg

crasa 3.3 100Hja jeHCTBEHOCT fL- [Ipeocraje H

a[UTHBHA Mepa [ JobHujeHa CTaBOM 3.3 BanpaBO Mepa. Heka je A = I_In—l An, e
ckynosu A u A, npnnaﬂa]y Az. Taga e CKyIoBE MOXKEMO PasJIOKITH Ha CKYIIOBe
u3 nomnyanrebpe I: A = |__|k_ Bt A= |__|kK e E"’) Bacpako k=1,... , K nmano

u A7 2eHepucano] toay.-

R A ol A

pa3Jjrarame
o0
Ey, = U(EkmAn) & |__| EkmE‘"{
- n=1 e
\ v1<kn<K,1 o

ckyna Ey € 7 na ckynose Ej, N E'(") ’E 7. s 2°‘ CJIGJIH Iﬁa' Je

CYMHpaJyhn HpeTXO;[Hy jenn
U E'kﬁEk IIO6I/IJa,Mo
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MA 3.8. He ) e
AE’e = Tam Je I ocrosnu untiepean Taras ga je mo(l) < +00
Hexa J e ga uocwoje ocnosnu unwmepsaau I' u I', KOMUAKULAH
cxyt K u oweopen cxyu V waxeu ga je

e KacalhaVaaidl
o) =t = mo(L8) = ma (1) < me () s Sms (Ea

A Cayaaj I = 0 je rpuBujanan, Tams Moxemo y3ern K =V = =1 =
Heka je I mempasan. Axo je I = [a,b) oHua u3 HempexwHOCTH CreBa CIEIH a2
qocroje § ¥ t TaxBu Ja je s < a < t < b, a(s) > afa) —e u aft) > a(b) — €, na
yavmvo I’ = [a,1), K = [a,t], V = (s,b) u I" = [s,b). Axo je mak I = (—00,b)
OH/I3 U3 HETIPEKUTHOCTH CJIEBA CIIEMN /13 mocroje s u t TakBu Ja je —00 < 8 = U
a(s) — a(—00) < /2 m a(b) — a(t) < ¢/2. Hexa je, y TOM cnyaajy, I = [s:1);
K: [S,t], VZI’ =I

V o6a caydaja cy I' u I" ochoBHu uHTepBany, V je OTBOPEH, & K je xkoMIIaKTaH
all c KcIcV cI' Ocum Tora, y npsoM ciy4ajy je N ) = ma([t, b)) =
a(b) — a(t) < &, any opyrom ciydajy je ma(I\NI') = ma((—00,5) +mq([t,0) <&
3aram, y IpBoM cryuajy je ma(I' \ I) = mq([s;a) = afa) —a(s) <& ay JpyTOM
cydajy je Ta HejeIHAKOCT TPUBHjasIHa.. s

TIpuMeTHMO Ja 33 CBAKU OCHOBHH uHTepBad I BAXKH i T A

me(I) = sup{ma(L.) : I € 3%, L € I, ma(L) < e

Ako je mq(I) < 400, oHZI je Topiba pellaryja OIUrIEAH jep MOKeMO |
[IpeTmocTaBuMO A3 je ma(I) = +oo. Axo je I = (—o0, b) 6Gupamo |
ie b c R, axo je l = (@, +00) omna 6upamo In = [a,n), a axo je
1a 6upamo I, = [—7, n). Y CBa TpH cry4aja je limn oo Mallr
) nokazyje (3.6), jep 3a L. MOKeMO y3eru I, 3a OBOJLHO BE.
cnpajmo € > 0 B OCHOBHM usrepsan . C I Tax
eme 3.8 TOCTOj€ koMmmakTaH ckyn K C
I, OTBOPEHIX CKYIIOBa U HH3 I =V Joc
e uma(I}) <maln
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00 . OBAM CMO 3aIIPaBo ngy. ..
reiemaroct Ma(l) £ Yin=t1 mo(In) AOKaza
CCIM TPasKeHa HejejiHaK o

cnenehy reopemy. |

TEOPEMA 3.9. Awo je o pactiyha, Heﬁpengg;:@cuﬂ;e:aﬂ::ym b
R, ‘onga Tootofullicail Sl i mab’fa(—oo) u my([a b)):o:gazmuQz
exytiosa na R tiawea ga je Mo (~00,b)) =a(b) SN )~a(a)
3a cee —oo < a < b < +o0.

YKomn ie a(z) = x, YM Mg TALIEMO 170

KOMMKO je () , YMECTO Mgy .
mg Ha €% 3a1paBo Me

[TokazaliemMo jia Cy ¥ KOHAYHO aJuTUBHE MEPE 77ld p Pe. Jlokas

je camuam ynpaso M3BEICHOM 3a Mepe Mg, HANME e .L% IIOK6a3aTH o am.
tuBHocT Ha nonyasre6pu J¢. Jlaxne, nexa je {Qn}n—; HU3 MEDYCOOHO mucjyyy,.

o0
: — Q HOBHH KBaJap.
HUX OCHOBHHMX KBAJapa Takap ja je n () = LJ=1 &@n OC Aap. Ananory,

Jokaszy dpopmyiie (3.5) gobujamo Ja je

o0

Z md(Qn) = ’md(Q)

=il
O6puyra nejennakocr ounto Baxu ako je mq(Qn) = +oo (jep je Taja 1 mgy(Q) =
+00), HaJa/be NPeTOCTABLAMO 4 je mq(Qn) < 00 3a CBAKO 7, TO jeCT na Cy cpy
KBaJIpy (,, OrpaHnyeHy. Ynory seme 3.8 y oBoM ciiy4ajy mpey3uma, cieneha ems.

AEMA 3.10. Hexa je @) ozpanumen ocroemu xeagap y R? u mexa je
€ > 0. Taga uocuioje ocnoenu xeagpu Q' u Q', xomuaxwan cxyu K u
owsopen cxyu V waxeu ga je Q' C K C Q C Vac @ w
ma(Q) — & < ma(Q') < ma(Q) < Mma(Q") < Mma(Q) +e. :
A C.uyqade =0 je TPUBHjaJIaH, KAO H y TIpe XOLHO]j Jiemu. Y CympoTHOM
d i v P ; : 4 = 2=1 7y Y1 )
K = [Tic1lai, b — 6], V- ‘ | '
J0BOBHO Majio ¢ > ()
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CTAB 3.12. He Uocwioju WPAHCAGUIOPHO UHBAPUJAHTUHA MEDPG [L, ge-
dunucarna Ha aazebpu ceuxr UoOgcKyuosa peaaHe upase, waxea ga je
u([a,b)) =b—a 3a cee a < b.

OE [ R s G S e SR i S bt o .
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[Tpeyu3nuje, UOCWOJU jegunclicena

ca C60JCTLEUMA: Pamuauja S5 Togerytiosa cxyua X

1° Gz je o anazebpa Ha X,
W e G
30 Axo je M cuzma anazebpa na X xoia iy
ceojcwisa 1° u 2°, onga je M > S5. Ja cogpordn 3 (i EEEE R

JAN Pa,ILI/I 2105343& iPBHCTeHLLHj§ TpaxkeHne o anrebpe mocmarpajmo Mg = {9 : M
ama cBojcTBa 1° m 2° } u Heka je Gp = ﬂmeM& M. Kako je § C M 3a CBAKO
= Ms BHIUMO 13 Baku 2°. 3arum, axo je I curma anrebpa Ha X KOja CaprKh
%, onma je M € Mz, na je M D Gz u Baku 3°. Ha kpajy, Heka A, € Gz 3a CBaKO
n€Numekaje A =] A, Ako je M curma anrebpa na X Koja CaapKu S,
onna Ap, € M 3a cBako n € N, 1a je 3aro0 A € M. Caemu A € G, 7j. 65 uma
cBOjCTBO 3°, & CJIMYHO Ce JOKa3yje Ja uMa cBojcTsa 1° u 2°.

JequMHCTBEHOCT o anrebpe Koja 3amoBosbasa 1°, 2° m 3° mocaemuud je jenmn-
CTBEHOCTH MHHMMYMa (OHZa KaJ MOCTOj!) y CBAKOM ypeleHoM CKyIIY, 3060r aHTHUPE-
GIeKCHBHOCTH CBAKOr ypehema. OBze je TO mpuMemneHo Ha Mg TI0 OCHOBY . O

JNEenHUIUIA 3.11. Curma anrebpy Gz 30BeMO 0 aarebpom rei
¢pamunjoM 5. ige sk il "

HapasHo, pasmuuure pamMuinje § MOry reHephcari uc'rya
je cagpxkaH y cienehem craby. : : sl SR

CTAB 3.15. Cuzma aazebpe na R zenepucane fan
ayanzebpom d-gumMeH3UOHAAHUT OCHOBHUT xeagapa), €
mertapru cxytosa na R?) u pamurujom 04 = Oga oW

y RY cy mehycobro jegnaxe. :
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Curma ajrebpy U3 Ipe]
1oBa Ha RY, o3nagaBamo J€ Ca .
' 0
HocTaB/beHO B aKo je B3 KOHTEKC

Borel-oBu mMoACKyIOBH MeTpudKOor IIpo i arebpy Ha 65X TeHepy-
s T Hp ¢
Heka je X MeTpHiK
JIESUHUINIA 3.12.

osemo Borel-oBoMm o aJre-
cany (hbaMILTIHjOM CBHX OTBOPEHHX monckymosa o4 X 3 L
6p(;)/M na npocropy X, a mbeHe eJIeMEHTe Borel-oBuM 110

»

anio - ATT€GPOM Borel*-oBux CKy-
= Bgd = Gpa), nim Ojen-
en3uju d je ped. OHU.ITI/Ije,
pumry Ha caenehu Havuy:

u

oqHOT CTaBa Ha3
peTxo/ B (1. B = Gya
jacHo 0 K0joj MM
cropa X ce nedn

Kako je KOMILIEMEHT OTBOPEHOI' CKyIa 3aTBODEH, fBHJII/IMO Aa Ccy ?{al;f(zpeH;
ckynosu y X Borel-oBu ckymnosu. CremnujasHo, CBE.lKI/I JelIHO‘UIaH_HOSC }i 2
je Borel-os, jep je 3arBopen. [labe, cBaku mpeOpOJUB CKYI Y X je Borel-os, jep
je mpeGpojuBa yHnja jemHounamumx ckymoBa. Ha mpumep, ckyn Q panmonamHux
Opojesa je Borel-os moackyn peanne mpase, 6amr Kao U CKyII CBHX HPAIIMOHAJHUX
Gpojesa koju je mweros kommiement. OBa JBa IpUMepa MOKAa3yjy Ja mocroje Borel-
OBH CKymoBu Ha R Koju Hucy enemenrapam.

Ha xpajy dopmymmmmmo jenan kpurepujym.

CTAB 3.16. Jla 6u bamuauja M wogerytosa ckyua X 6uaa o aazebpa
Ha X HEOUTOgHO je u goeobHO ga byge anzebpa na X ca gogawrHuMm
CB0JCUWBOM ga 3a ceaxu Hu3 {A, e Mebycobro JUCIYHKTUHUT cxyuosa
us M u | [ A, Wwaxohe upuuaga M.

A Heonxozsocer cmo Beh m
OKasamu. O6puyTO, Heks, ] red
TOPESMM CBOJCTBOM M Heka je {A e o wpibsirtpa 5 X ca
j nfn=1 HU3 CKymnoBa u3 9. YBemumo S — A,
e ?

s O IUCJYHKTHM CKymoBH 3
T Ry B, € . 0

B, = A, \ U:__fll Ay, 3a cBe n 2 2. Tanma cy B, Mehycoby
M, na u3 npernocraske crenn 1a je J3° o
n=




Mpu cmo Beh nokazaum I1a. je mgy Mepa
R, YKOJIHKO je o pacryha u HempekumHa cilesa. JaKie, Ma Ao
npedpojUuBe aTuTUBHOCTH, anu baMuInja CKYIOBa ¢ Huje o a_ure6pa. i H’a,iB
je campxana y o anre6pn B, mam muib je Aa MPORYKHMO MEPY e ca g
TaKo J1a TO MPOILy3Keme Gyze oneT Mepa, JaKde, Aa ce cadyBa CBOJCTBO npe6pOJHff¢
QIATABHOCTH. | :
TocTynax Ipormpersa Mepe ca areSpe Ha BOM TeHEPUCAHY 0 AINeOpY Ce MOKE
¥3BECTH U Yy AIICTPAKTHOj curyanuju. Jlaxie, npernocraBuheMo J1a nMaMo Mepy W
ma anre6pn A Ha ckymy X; mexa je & 4 curma anreGpa reHEpHCAHa aJredpoM A

Mt JXeJIIMO PELIMTH TPOGIIEM POy Kelha, TO jecT HPOLYKUTHA Mepy [ 0 MEPE L
o anrebpu I Koja caapxku G 4.

4.1. Coosera Mepa. IIpernocrasumo 1a je rope OnucaH mpobieM peHIeH»,ég‘.‘i;
Ja IMamMo Tpofyxeme 11 : M — [0, +00] mepe p. Ako je A € M u axo je {E,,,},n=1
Hu3 cKymosa u3 A xoju nokpusa A (1j. ako je A C |Joo; Ey), OHIa U3 IpedpojuBe
cyOaIUTHBHOCTH Mepe CIIeIH 1a je ‘ 41

A(A) <> u(En). g :

Oparie mak ciemu ma je u(A) Marme uinu jeqHako of HHGUMYMa CBI)IX_PQ} ;
e ce HHPUMYM y3WMa IO CBUM MOTyhuM MOKpUBamUMa CKyma A CKyII
m3 A. To mac moruBuie na yeememo cienehy neduHUALH]Y.

JEeMHUIINJA 3.13. 3a Mmepy u Ha aarebpm A ,zIed)HHHmé ce me

Tpyrav peanva, wHUMYM Ce y3EMA [0 CBEM IPEGPO;
ckyma A ckynosuma u3 A u Tpeba ma Oyze i < p* 3a pozy
Hedunmiuja je KopekTHa, jep ce CBaKH CKym A «

E = X cKkynosa u3 A. Tlokaxxnmo 1a u.* uMa CIez €
L u@) =o. ‘ .
o

Aﬁol& 4 C B, onpa je



3

MEPE
i 56 KaB 12 je /AL R Ugozl El(cn) =

- oL R .
il csako n € N mocroju HU3 CKyIl R oM Tp e6POJUBO MOK iR

n

(n) * —ng. Cxynosu Ej

S = e E 2 P
| eyl An i Unatdie Unhe S

oo 00

() (n)
w () ) < 32 el 20 D B

=4 =) n=1k=1

n— n,k=2 5 oo
<3 (Wm+2Te) e D ()
_-n=1 W i
Konauro, Heka je [ u3 A. Ha ocHOBY Tpus-
saxmydyjemo p*(E) < pw(E). C mpyre
a E ckynosuMa u3 A oHJa je

Onasne, kan € — 0, mobujamo Sttt
; ujajiHOr MOKpuBama E = B U0 0 URs
i crpane, axo je E C | U2, B, jemuo mOKpuBabe CKyIl
E=E L% el Jf=1(E N E,), npu gemy E N En € A 3a cBako n € N, ma u3

npebpojuse CybaUuTUBHOCTH Mepe [ CIeIn

i ) i w(EN Eﬁ)f > B

=il n=1

| ~ Eran N :
| Kaxko je nokpusawe E C |J5 ; En 6110 N1pou3Bo/bHO, CIEAN ,u*(E) = ,uﬂ(E), ma je
Ji‘ IOKa3aHOE CBOJETBO, 4°., . i e e

lf TIpsa Tpu cBOjcTBa hieMo U3IBOjUTH y cne;;ehqj ,qed)nﬂﬁrjinjn L
il

i

JE®UHNINIA 3.14. @ym}uzja v (X ) — [0,4-00 jo/pHA Mepa Ha X
11 ako mma cieneha ceojcrsa: . oy ( e
a ) 1(0) = 0. e

! 6) Ako je A C B, onza j
B) V(U°°=1 An) = E;.;l

Buzenun cMo fa je p* cron
mepe p Ha P(X). Mebyruu
KOHAYHO aIUTHBHA M€D
Ha X, Hamme Ha PP
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A W3 (3.7), kopucrehn v() =

=0, cnenu o )
3.7) cimenu na je m EC naje X € M,. Ako je E € M, oHja
2 ; rakobe u3 M, TIpema Tome KOBOMBHO je AOKABATH A2

I/IBEFem cienu EU F € 9 %
(3.7) ma AN (EU F) umamo v. Haxme, nexa cy E u F uz 9M,,. Hpumemsyjyhn

V(AN(BUF) = v(AN(EUF)AE)+u(An(EUF)NEY
= V(ANE)+v(AnE°NF),

CAMIHO 100MjaMo 1
V(AN EY) = v(ANE® N F) + v(AN B 0 FY),
na cieau
y(A) = V(AN E) + v(ANEY) = y(AN B) + (AN ES N F) + v(AN EE N FP)
— AN (EUF) +u(AN(EUE)S),

opaxJyie 10bujamo v-mepspuBoct ckyna E U F. > -

113 cBojcTaBa a) u B) ciaemu aa je v(A; U. ) SR V(A«J,
xoctu A = (AN E)U (AN E®) nobujamo v(A) < u(AﬂE) +v(ANE®L)
ckyma A, E C X. Jlakie, na 6u ckyn E C X 6uo V-MepIbUB. JIOBOJb H

u(A) >v(ANE)+v(AN E®) 3a ceakn cxyn Ach

A Hexa je {En} > | 1u3 Mel)yCoOHO IuCjy.
Kopucrehu v Mepmﬁssoc'r aFE



je,&HaKOCTH, na Jé :

Heje,ZIHa.KOCTI/I ce CBOZE Ha

o0
3a CBAKO A

J(4) = V(AN E%) + Z (AN En) cx.

n=1
00 .
cejannpsaiE=d amano B = ENE (), 18 j© AOKB3ANA 1 & aiyg
anreopn Pv- i
N

ynkije v Ha o
3.16. Mepa jn HA 0 aurebpu M HA CKYTLY X je kKommze
(A) = 0 cremn 12 e R THa 2o

JIE@MHULIAIA
AeMca cBOjCTBOM [

3 B C A 3a HEKO
u(B) = 0. [IpnveTuMO A3 je Mepa KOja ce jaBiba
Y FOpH)eM

Tana je, HApABHO,
craBy KoMIIeTHA. 3aHCTd, AKO eECcX v(E) =0, oH :
A e G , ouia je V(AN E) =
¢ X, ma Ha OCHOBY (3.8) ciequ za je E u3 My, Te je KOMI'IJIeTHO)CT 0(1)3 o
Y

CYNITHEM TOCTEMIA MOHOTOHOCTH crio/bHe Mepe V.

4.3. Ilpo : . :
it cnomxf; ,Hmymem Be I:l;pe. Heka je y Mepa Ha anrebpu A Ha ckyn
MepHBIIX CKYTIOB 1 HOK je ?;eMepoo%!g’ neka je J,- curma a.nregp;, X, Hexa
cTaB mokasyje j1a je I e jeHa pECTPUKIIHjOM L™ STy
e o mamﬂ@mﬂ‘ ,HO OGorara. jom p* Ha My~ Crenehn
TAJB 3.19, Acmﬂ" £ ,v M : ““-7:7;. 2
A BmkEed
e EFEeAn
HOKpHBame j :4 u HeKa je
yma A ckynouma,

AnE > o g
33 CBAKO “nzl!(vd’éﬁfiﬂ ANE

,c;?e JAMaMO M MOKpHBamba
My je AnNE, A, NEC e 4
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: PeMe ¢ :
E € A, oana je u(E) = u*(E) ua Y ¥ ¢TBapu seh nokasana. Ilomcerumo ce: axo je

MepOM; 3HAMO 1ia je A C 901 4 jeOCEHZBgBOjCTBa 4° Cro/bHUX Mepa, MHYKOBAHUX
) ~ i

auCTa MPOAYKEMe M pr ¥ u(E) = u*(E) = w(F). Haxne, f je

3 P © Mepe u. Tope cmo HamoMenymu na M, ¢ }(KI/I S 4, a paHumje

cMO OOKa3aJIk 14, Je 1 KOMHHGTH&, W aap ; A l’_‘]

obujeHu pe
¢ en§MeHiapH£x3g£;r?§:aC§;4 ;zz;lff I\;eH; TH Ha Mepy mq, NedUHACAHY HA ayreOpu
dyrkmpje a : R — R. Tyye ,IK06I/IjJa,M(I)) CBOJ nomohy paC'l;yhe 1 HENpeKu/He CIeBa
i i MOJbHE Mepe MY, U KOMILJIETHE Mepe Mg,
Koje IMPOAYXKY]y My ca € Ha o anrebpe M,,.. Cpaka on o amrebpu My = Myns
il D OCH(.)By FOPIe Teopeme, o aﬂre6apy Borel-oBux ckymosa B = Ge Ha
R. Mla brcmo nojearocrasmmy O3HaKe, ca M, heMo O3HAYABATH ¥ IPOIYFKEHEe Mg

%epe I[’g%a, 110 OBOM NIOrOBODPY mq (E) je nebunnucano (Gapem) 3a cBaku Borel-oB ckym
@ s

HESUHATNIA 3.17. Mepy mq : M, — [0, +00] (omHOCHO My) B3 TEOPEME 3.20
soemo Lebesgue-Stieltjes®-oBom mepom remepucanoM HempexkmmHOM CieBa H
pactyhom ¢ynkmujom o : R — R, a ¢ amre6py M, oxrosapajyhom Lebesgue-
Stieltjes-oBom o asre6pom. : %

Y cay4ajy a(xr) = z mumemo m, = m u M, = M, mepy m 308eMo0 Le’
oBoM MepoM Ha R, a 91 curma anre6pom Lebesgue mepbuBux CKyIoBa

re6py ma R? curma anre6pom Lebesgue mepibuBuX CKyIoBa, K
M, mwnm npocro IN. Tako mpomyzery mepy fiemo rakohe o
HPOCTO ca m KaJa je jaCHO O KOjoj je MMEH3H] Har
jema Mepa ce TokJiama ca Lebesgue-oBoM me
Mepe mg Cy TPAHCTATOPHO HHBADHJAHTH
ek s W CHOMH b



